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INTRODUCTION 

Les modèles linéaires mixtes sont une famille de modèles statistiques utilisés pour 
l'analyse d'observations répétées sur des individus (Diggle et al. , 1994). Dans les 
productions animales, ils sont employés dans l'analyse d'expériences de génétique ou 
l'étude de courbes de production laitière ou de croissance pondérale. Les modèles mixtes 
permettent de réaliser des inférences sur des facteurs d'intérêt tout en modélisant la 
variabilité individuelle. La réponse moyenne (moyenne de population) est décrite par des 
effets fixes. La variabilité individuelle est représentée par des effets aléatoires (fluctuations 
autour de la moyenne de population) . Pour les réponses continues, les méthodes 
statistiques sont bien établies (Davidian et Giltinan, 1995). Des programmes sont 
disponibles dans différents logiciels commerciaux (Littel et al. , 1998 ; Littel et al. , 1996 ; 
Pinheiro et Bates, 2000 ~ Rasbash et al., 1998). 

Une classe particulière de modèles mixtes rend compte de données agrégées selon 
plusieurs niveaux d'observation : ce sont les modèles hiérarchiques, appelés hierarchical 
ou multileve/ mode/ dans la littérature anglo-saxonne (Bryk et Raudenbush, 1992; 
Davidian et Giltinan, 1995 ; Goldstein, 1995 ; Pinheiro et Bates, 2000). Outre la répartition 
de la variance entre des effets fixes et aléatoires, ils permettent de distinguer des 
composantes individuelles, de troupeau et de niveaux d'agrégation supérieurs (village, 
région , etc.) dans la variabilité liée aux effets aléatoires. Ces modèles sont peu utilisés 
dans les productions animales (Green et al. , 1998 ; Puyalto et al. , 1997). Parmi les 
difficultés rencontrées sont les choix : 

• des niveaux d'agrégation, 
• des effets aléatoires, 
• de la structure de corrélation de ces effets aléatoires. 

Une bibliothèque de fonctions (NLME : http://franz.stat.wisc.edu/pub/NLME/) écrites en 
langage S1 (S-Plus2

, versions pour Unix/ Linux et Windows) , allie langage orienté objet et 
capacités graphiques étendues. Elle offre des outils simples pour élaborer le modèle sur 
des bases objectives. Un ouvrage récent (Pinheiro et Bates, 2000) donne aux utilisateurs 
une documentation du niveau de celle de la procédure MIXED ~e SAS (Littel et al., ·1996). 

, S : 
2 S-Plus : 

Lucent Technologies, Inc., Summit (USAj 

Mathsoft Inc., Seattle (USA) 
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Cette présentation est tirée d'un article à paraître (Lancelot et al. , 2000) . Nous examinons 
les différents aspects du choix de la structure aléatoire d'un modèle hiérarchique en nous 
appuyant sur un exemple : l'étude de l'effet de la vermifugation des brebis contre les 
helminthoses digestives sur la croissance pré-sevrage des agneaux, lors d'une 
expérimentation en mil ieu paysan dans la région sub-humide du Sénégal. Nous ne 
discutons pas ici le choix des effets fixes ni des paramètres aléatoires supplémentaires 
(hétérogénéité de la variances, autocorrélation des résidus , ... ). 

MATÉRIEL ET MÉTHODES 

Données étudiées 

Les données proviennent d'une -expérimentation réalisée en 1986-1987 en zone sub-,. 
humide du Sénégal, dans des élevages privés, SLJr des .9vins de race Djallonké (race 
naine trypanotolérante). L'objectif était d'étudier l'effet de la vermifugation contre les 
strongyloses gastro-intestinales sur la productivité des troupeaux ovins : le parasitisme 
digestif est une contrainte sanitaire majeure dans cette région (Fritsche et al., 1993). Dix 
vi llages ont été sélectionnés et répartis aléatoirement en 2 lots : traité et témoin . Quarante­
cinq éleveurs ont accepté de participer à l'essai (17 dans le lot témoin , 28 dans le lot 
traité). L'ensemble des ovins de ces élevages ont été inclus dans une enquête prospective 
(données démographiques, pondérales et sanitaires) (Faugère et Faugère, 1986 ; Tillard 
et al. , 1997). Dans les villages traités , tous les animaux, sauf les agneaux de moins de 3 
mois, ont reçu 3 administrations de morantel (7.5 mg kg-1

) pendant la saison des pluies 
Quillet à octobre). Aucun traitement n'a été administré aux animaux des villages témoins , 
ni aux agneaux de moins de 3 mois dans les villages témoins et traités. 

La croissance pondérale avant 3 mois a été étudiée chez les agneaux nés pendant la 
saison sèche froide (novembre 86 à février 87) . Seuls les poids standardisés aux âges de 
15, 30, 45, 60, 75 et 90 j ont été conservés dans les fichiers originaux. Le jeu de données 
comportait 922 poids relevés chez 182 agneaux, dont 67 (respectivement 115) nés de 
brebis appartenant à des troupeaux de village témoins (respectivement tra ités) . 

Le modèle de croissance hiérarchique linéaire 

La croissance pondérale moyenne des agneaux avant 3 mois a été représentée par un 
polynôme de l'âge de degré 2. Le modèle de croissance linéaire hiérarchique (MCLH) a 
été dérivé du modèle mixte décrit par Laird et Ware (1982) et adapté par Pinheiro et Bates 
(2000). Trois niveaux hiérarchiques étaient possibles : agneau, troupeau et village. En 
notant respectivement i, jet k les indices des villages, troupeaux et agneaux, le MCLH de 
l'agneau k du troupeau j dans le village i s'écrit : 

y i j k = X ij k p + z i, j k b i + z ij, k b ij + z ij k b i j k + E i j k 
i= 1, ... , 10 ; j= 1, ... , M i; k= 1, ... , M ij 

b i - N(O, I:1); b ij - N(O, I:2); b ijk - N(O, I: 3) ; e ijk - N(O, cl Aïjk), 
où : 

• 
M 

M i est le nombre de troupeaux dans le village i : I Mi = 45 ; 
i = 1 

, / 
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M M ; 

• M i i est le nombre d'agneaux dans le troupeau j du village i: I IM ii = 182 . 
i = 1 j = 1 

• y i i k est le vecteur des poids de l'agneau k du troupeau j et du village i, de longueur 
M M ; M q 

n i i k et I I I n i i k = 922 poids vifs ; 
i= 1 j = 1k=1 

• X ii k est la matrice du plan d'observation des effets fixes (constante, age, age2
, sexe, 

taille de la portée et traitement) ; 
~ est le vecteur des coefficients des effets fixes ; 
• Z i, i k, Z i i. k, et Z i i k : sont les matrices des plans d'observations des effets aléatoires 
pour le village i, le troupeau j dans le village i et l'agneau k dans le troupeau j du village i, 
respectivement ; 
• b i , b i i e! b i i k sont les vecteurs des coefficients des effets aléatoires pour le village i, le 
troupeau j dans le village i et l'agneau k dans le troupeau j du village i, respectivement. 
• L1 , L 2 et L 3 sont les matricesl(carrées et symétriques) de variance - covariance pour 
les effets aléatoires aux niveaux du village, du troupeau et cie l'agneau, respectivement; 
• A ii k est la matrice de variance covariance de l'erreur résiduelle. 
• cr2 est la variance résiduelle. 
Les méthodes de calcul utilisées fournissent des estimateurs du maximum de 
vraisemblance (ou de maximum de vraisemblance restreinte) (Davidian et Giltinan, 1995 ; 
Lindstrom et Bates, 1988 ; Pinheiro et Bates, 1996; Pinheiro et Bates, 2000). Elles utilisent 
des algorithmes itératifs (EM et Newton-Raphson) . 
Avec ce modèle, la moyenne de population est un polynôme de degré 2 de l'âge. Les 
fluctuations des croissances individuelles autour de la moyenne de population sont 
figurées par des paramètres variant d'un individu à l'autre : constante, âges linéaire et 
quadratique. Cette variabilité individuelle peut être rattachée à 3 sources de variation : 
l'individu, le village et le troupeau. 
Si on envisageait un modèle saturé pour les effets aléatoires, 3 effets aléatoires devraient 
être considérés à chaque niveau (constante, âge linéaire et âge quadratique), soient 9 
effets aléatoires en tout. De plus, chaque matrice L comporterait 3 termes de variance 
(constante, âge linéaire et âge quadratique) et 3 termes de covariance (constante - âge 
linéaire, constante - âge quadratique, âge linéaire - âge quadratique), soient 6 
paramètres en tout. Pour 3 niveaux hiérarchiques, 18 paramètres aléatoires devraient être 
estimés. Avec le jeu de données présenté ici, ce modèle ne converge pas : il faut trouver 
une formulation plus parcimonieuse, mais respectant la structure des données. 

Méthodes graphiques d'exploration 

Les graphes proposés dans NLME reposent sur la méthode trel/is (Cleveland, 1994) 
adaptée au langage S sous la forme d'une bibliothèque de fonctions (Becker et al. , 1996). 
Les données sont affichées dans une matrice de graphes. Chaque graphe élémentaire de 
cette matrice est tracé conditionnellement à la valeur d'une ou plusieurs variables 
(continues ou discrètes). L'ensemble des cellules de la matrice représentent les différentes 
combinaisons des variables conditionnelles. Les graphes sont tracés selon des échelles 
communes ; les valeurs des variables conditionnelles sont rappelées en haut de chaque 
graphe ; différentes propriétés ·des graphes optimisent la perception visuelle : pente 
moyenne des courbes fixée à 45°, choix des symboles, présence d'une grille, etc. 

C '-..r-
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Sélection des effets aléatoires 

Les courbes de croissance individuelles sont tracées pour chaque combinaison des 
variables explicatives (sexe, taille de portée et traitement) . Les courbes moyennes par 
troupeau sont tracées pour chaque village. Les variations de profil des courbes et la 
variabilité de l'ordonnée à l'origine et de la pente sont examinées pour sélectionner les 
effets aléatoires. 

Corrélation des effets aléatoires 

Des régressions linéaires simples par la méthode des moindres carrés ordinaires (MCO) 
sont réalisées pour chaque agneau (respectivement troupeau et village), avec le poids vif 
(respectivement poids moyen par tcoupeau et village) comme réponse, et un polynôme du 
second degré de l'âge comme variable explicative. Pour chaque agneau (respectivement 
troupeau et village) , 3 paramètres sont estimés (constante, âge linéaire et âge 
quadratique). Des graphes de dispersion de ces paramètres sont tracés pour étudier les 
profils de corrélation. Les indications obtenues sont utilisées pour spécifier la structure des 
matrice de variance covariance des effets aléatoires 0:::1, L 2 et L 3) . 

Une fois le modèle ajusté, les hypothèses de corrélation peuvent être vérifiées 
graphiquement (et numériquement) et le modèle initial peut être amendé en conséquence. 

RÉSULTATS ET DISCUSSIONS 

Choix des effets aléatoires Figure 1. Courbes individuelles de croissance selon les 
catégories des variables explicatives (182 agneaux 

L'étude des courbes individuelles de Djallonké nés en saison fraîche à Kolda, Sénégal) 

croissance (Figure 1) montre que le poids 15 45 15 15 45 15 

à 15 jours (ordonnées à l'origine) est ' ' ' ' ' '·' ' ' ' ' ' .. ' ' ' ' ' '·' ' ' ' ' 
variable , de même que la vitesse de 
croissance (pente des courbes) . De plus, 

15 les courbes se croisent peu : les animaux 
à fort poids initial ont une croissance plus 
rapide, et inversement, les animaux à ......._ 
faible poids initial ont une croissance plus l 
lente. - ~~::o 

·:;: 

La courbure est variable, beaucoup ~ 
d'agneaux présentant une croissance ~ 
presque linéaire. Quand elle existe, la 
courbure correspond à un ralentissement 
de la croissance. 

En conséquence, les 3 paramètres 
associés à l'âge (constante, âge linéaire et 
âge quadratique) sont des candidats pour 
être des effets aléatoires. De plus, 
l'ordonnée à l'origine et la pente linéaire 

15 

10 

5 

15 45 75 15 45 75 

Age U) 

semblent corrélés . Les étiquettes en haut de chaque graphe indiquent la valeur 
des variables explicatives : femelle ou mâle (sexe), simple ou 
multiple (taille de la portée) et témoin ou marante/ (traitement 
des gre~is) / 
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Figure 2. Courbes de croissance moyenne par troupeau dans les différents villages 
concernés par l'essai (182 agneaux Djallonké nés en saison fraîche à Kolda , Sénégal) 
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Les étiquettes indiquent le village (BAK, .. .) et la taille de la portée (simple ou multiple). La lettre 
en haut à gauche de chaque graphe indique la catégorie de traitement des brebis (T : témoin ou 
M : marante!). 

Choix des niveaux hiérarchiques 

Les courbes de croissance moyennes par troupeau dans les différents villages concernés 
par l'essai (Figure 2) montrent que la variabilité de l'ordonnée à l'origine, de la vitesse de 
croissance et de la courbure sont fortes d'un troupeau à l'autre. On retient l'ordonnée à 
l'origine, l'âge linéaire et l'âge quadratique comme effets aléatoires à l'échelle du troupeau . 

La Figure 2 montre que la plupart des villages comportent peu de troupeaux. Il est difficile 
de spécifier des effets aléàtoires à la fois au niveau du troupeau et du village, qui risquent 
d'être des facteurs de confusion réciproques. Ce problème est souvent rencontré avec les 
modèles hiérarchiques estimés à partir d'enquêtes d'observation ou d'expériences où tous 
les facteurs ne sont pas contrôlés. En conséquence , seul le troupeau est retenu comme 
niveau d'agrégation supérieur à l'individu . 

Corrélation des effets aléatoires aux niveaux de l'agneau et du troupeau 

Les graphes de dispersion des paramètres des régressions MCO (Figure 3) montrent -
comme attendu, une corrélation positive entre l'ordonnée à l'origine (appelée "constante" 
sur les graphes) et l'âge linéaire. En revanche, la corrélation est négative entre l'ordonnée 
à l'origine et l'âge au carré, ainsi qu'entre l'âge linéaire et l'âge au carré. Cela signifie que 
la décélération de croissance est d'autant plus rapide que la croissance précoce est forte . 
Les mêmes profils sont retrouvés aux niveaux de l'agneau et du troupeau. 

Ces renseignements sont suffisants pour spécifier les matrices de variance-covariance 
des effets aléatoires pour l'agneau (I3) et le troupeau Çi::2) : une structure quelconque est 
choisie, avec tous les termes de variance et dé covariance possibles. 
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Figure 3. Corrélation des effets aléatoires (estimateurs des moindres carrés ordinaires) 
aux niveaux de l'agneau et du troupeau (182 agneaux Djallonké nés en saison fraîche à 
Kolda , Sénégal) 
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Après ajustement du modèle, on examine les corrélations obtenues pour les effets 
aléatoires (Figure 4) . Tous les termes de variance et de covariance sont nécessaires au 
niveau de l'agneau. Il semble en revanche que la corrélation soit faible entre l'ordonnée à 
l'origine et l'âge quadratique, ainsi qu'entre l'âge linéaire et l'âge quadratique. 

Cette hypothèse est vérifiée en imposant une structure de corrélation bloc-diagonale pour 
Z::2 , avec un seul terme de covariance entre l'ordonnée à l'origine et l'âge linéaire. Les 
résultats numériques (nqn montrés ici) confirment cette hypothèse. 

Figure 4. Corrélation des effets aléatoires (estimateurs du maximum de vraisemblance) 
aux niveaux de l'agneau et du troupeau (182 agneaux Djallonké nés en saison fraîche à 
Kolda , Sénégal) 
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Une représentation graphique de l'influence du troupeau sur la croissance des agneaux 
(Figure 5) montre que l'effet troupeau est important, pouvant représenter plus de 30% du 
poids moyen à 90 jours. 

L'effet troupeau est potentiellement attribuable à des différences de pratiques de conduite 
(alimentation, prophylaxie collective) . La mise en évidence de cet effet peut conduire à 
réaliser des enquêtes d'épidémiologie analytique pour rechercher les facteurs de risque de 
ces différences de croissance. 

Un examen rapide de la Figure 5 montre que 40 % des troupeaux sont responsables des 
effets largement négatifs (9 sur 45, ligne du bas) ou largement positifs (ligne du haut) . Les 
méthodes statistiques ignorant ces effets troupeau produiraient vraisemblablement des 
inférences incorrectes sur les effets fixes, avec des tests rejetant trop souvent l'hypothèse 
nulle (Mc Dermott et al., 1994). L'avantage comparatif des modèles hiérarchiques par 
rapport aux modèles marginaux (Box et al. , 1994 ; Zeger and Liang, 1986) est de pouvoir 
étudier les effets troupeaux et redrercher des hypothèses explicatives supplémentaires. 

Figure 5. Variabilité de l'effet du troupeau sur la croissance des agneaux Djallonké 
(182 agneaux nés en saison fraîche à Kolda, Sénégal) 
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L'étiquette en haut de chaque graphe indique le code de troupeau. Les troupeaux ont été 
classés par effet à 90 jours croissant, en partant du coin inférieur gauche jusqu'au coin 
supérieur droit du graphe trellis. La lettre dans le coin supérieur gauche de chaque graphe 
élémentaire indique la catégorie de traitement des brebis (T : témoin ; M : marante!) . 

CONCLUSION 

Les modèles linéaires hiérarchiques permettent de quantifier la variabilité d'une réponse 
due à des variables latentes (non observé~~ ou non observables) en distinguant les 
différents niveaux de variation . Ils ont utiles pÔur . élaborer des hypothèses explicatives 
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supplémentaires et en ce sens, ils sont plus puissants que les modèles marginaux. La 
qualité de l'inférence est sensible à des spécifications incorrectes de la structure aléatoire 
des modèles hiérarchiques. Il est important de disposer d'outils exploratoires et 
confirmatoires adéquats pour réaliser une analyse correcte et identifier précisément la 
variabi lité relative à chaque niveau de la hiérarchie. 

Les méthodes graphiques présentées ici permettent de choisir les effets aléatoires aux 
différents niveaux de la hiérarchie, de spécifier leur profil de corrélation selon des critères 
objectifs et de valider ces choix a posteriori sur les modèles ajustés. L'analyste peut éviter 
de négliger des caractéristiques importantes des données, et a contrario , de dé13enser trop 
de paramètres pour rendre compte de structures peu marquées. 

Le rôle des méthodes graphiques ne se limite pas à ces aspects. Elles sont utiles pour le 
choix des effets fixes, notamment pour repérer les interactions. Elles permettent de vérifier 
les hypothèses de distribution des effets aléatoires et des résidus, ainsi que 
d'autocorrélàtion des résidus et d'homogénéité de la variance résiduelle. 
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